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非線形振子の固有振動解析 

The natural frequency of the non-linear pendulum       
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提供されるデータ：ソルバーの入力ファイル 

 

幾何学的非線形性として分類される大変形問題の特徴は，回転変位が大きくなることによって，角度に関する１次

近似（sin φ = φ）が成り立たなくなる点にある．ここでは、その最も代表的な例として、大振幅の振子を取り上げ

て検討する． 

 

理論解 

Fig.1 に示すように振子の腕の先端に質量を与えた時の固有周期を求め， 

理論解と比較する．諸元は以下の通りである． 

 

単振子の腕の長さ L = 100 [mm]   先端の重量 W = mg = 1 [kg]  

 

1. 一般に Fig.1 のような単振子の運動方程式は(1)式で表せる．  

・・・(1)      

2. 振子の振動が小さい時には，sin φ ≒ φ の近似が成立するので(1)式は(2)式のように表せる． 

・・・(2) 

3. (2)式は通常の単振動と同じ形の運動方程式となり，その周期 T は(3)式で求められる． 

・・・(3) 

4. 一方，sin φ を展開すると(4)式の様になる． 

・・・(4) 

5. 角度が大きくなると，(4)式の第２項以下の影響が大きくなり，復元力が変位に比例しない非線形系の振動と

なる．このような非線形系の単振子の周期 T は Table.1 に示すように(5)式で求められる． 

・・・(5) 

Table.1  非線形振動系の固有応答(1) 

復元力特性 g(x) 固有周期 T 備考 

 

 

 

  

x は長さ l の単振子の傾斜角 

6. このモデルにおいて，線形振動として導かれた(3)式により周期 T を求めると，角振幅 φの値によらず、以下

の値となる． 
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Fig.1 単振子 
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・・・(6) 

 

7. 次に φが十分小さい場合として，φ＝ 0.1(φ2 = 0.01<<1)，大きな場合として φ ＝１とし，非線形振動として導

かれた(5)式により周期 T を求めると，以下の値となる．φ＝ 0.1 の場合は(6)式の線形解にほぼ一致し，また

φ＝１の場合は周期が長くなることがわかる． 

 

φ＝0.1 の場合                φ＝１の場合 

 

 

                           ・・・(7) 

 

 

解析条件 

■ 要  素 ： 平面はり要素 B31  

 

■ 材料定数 ： ヤング率 E = 20,000 [kg/mm] 

ポアソン比 ν = 0.3 

質量密度 ρ = 1.0×1010 [sec2/mm4] 

 

 

解析結果 

Fig.2 に Abaqus による解析結果を示す．振幅によらず常に鉛直下方向に重力が加わるような条件下で解析を進める

と，このような応答が得られる． 

この図は質点の水平方向の変位を示しており，固有周期として 0.673 [sec] が得られる．また，結果をまとめて 

Table.2 に示す．良好な結果が得られた． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  理論解 FEM 解 

微小振幅（線形）  0.635 － 

有限振幅（非線形） 
φ =0.1 0.635 0.629 

φ =1.0 0.677 0.673 
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Table.2 固有周期の解析結果 

 

Fig.2 質点の水平方向の変位 
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※ Abaqus はDassault Systemes Simulia Corp.殿の製品です． 
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